Analyse des circuits en régime transitoire (ordres 1 et 2)

« Dans tout ce que la nature opére, elle ne fait rien
brusquement. »
Jean-Baptiste de Monet, Chevalier de Lamarck.

Résumé

Le traitement des signaux électriques s’opére souvent au travers de réseaux linéaires. Les
grandeurs électriques d’excitation (tensions ou courants) sont transformées pour constituer le résultat
qui est observé au travers des grandeurs de sortie.

La mise en équation du systtme conduit & un ensemble de relations différentielles liant les entrées
et les sorties. La résolution de ces équations permet de fournir I’expression des grandeurs au cours du
temps.

L’étude ayant trait & des circuits linéaires, les cas abordés aboutiront & des équations différentielles
linéaires & coefficients constants du premier et du deuxiéme ordre. Bien que les études portent sur des
systtmes & une seule entrée et une seule sortie, une adaptation permettra toujours de traiter les cas
oU coexistent plusieurs entrées ou plusieurs sorties.

L'exemple de circuit du premier ordre retenu est le circuit RC en réponse & des signaux souvent
rencontrés dans les exploitations technologiques : échelon de tension, rampe de fension et excitation
sinusoidale. Pour le deuxiéme ordre, le circuit RLC (équivalence des machines électrique par exemple)
illustre I’étude de la résolution dans le seul cas de I'échelon de tension.
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l. Positionnement de |’étude

L'introduction aux réseaux linéaires montre qu’une fois définis les éléments du réseau et établie sa
topologie, la mise en équation débouche sur la phase de résolution. Celle-ci passe parfois par la
résolution d’une ou de plusieurs équations différentielles.

C’est & cela que nous intéressons maintenant : I'étude de I’évolution temporelle des grandeurs
aprés |'établissement ou la disparition des sources. Fruits de résultats mathématiques, les solutions
physiques obtenues superposent deux réponses : le régime libre obtenu par la solution générale
de I'équation sans second membre et le régime forcé issu d'une solution particuliére de I"équation
avec second membre.

Il. Exemples introductifs

Menons I'étude du courant i(t) pour les réseaux de la Figure 1 et de la Figure 2 ou le signal u(t)
est un échelon de tension d’amplitude E, c’est & dire une tension nulle avant t = O et valant E ensuite.

i(t) R i(t) R L
u(t) C — u(t) C—
Figure 1 Figure 2
La mise en équation conduit & : La mise en équation conduit & :
dit) 1 . 1 du(t) 2; 1
TJFEW[):ET d |(t)+5dl(t)+ii(t)=£du(t)
dt? L dt LC L dt
Aprést = 0, u(t) = E, donc: Aprést =0 :
0, im=o0 i) Rd@ | 1
d RC dIH  RAM L 1o

g2 L dt LC

L'observation de ces résultats fait apparaftre que le premier cas conduit & une équation
différentielle du premier ordre, tandis que dans I'autre cas, on obtient une équation différentielle du
deuxiéme ordre.

Les études qui suivent concernent ces deux types de réseaux. Si la mise en équation conduit & une
équation différentielle du premier ordre, on dit que 'on a affaire & un circuit du premier
ordre (un tel circuit posséde souvent un seul élément réactif). Si I’équation est du second ordre, le
circuit porte le méme nom (il y a souvent deux éléments réactifs). Bien que rare, on peut effectuer une
analyse de ce type pour des circuits d’ordre supérieur.

Cette introduction s’appuie sur un exemple électrique pour obtenir les équations différentielles,
mais leur résolution s’adapte aisément un quelconque domaine de la physique. En conséquence,
dans la suite de I'exposé, nous considérerons que le signal de sortie (exprimé en fonction du temps)
est noté s(t), tandis que le signal d’entrée est noté e(t).

© YC — EC3AV-Transitoire.doc mars 07 —V3.4 [2/14] Analyse des circuits en régime transitoire (ordres 1 et 2) |




IIl. Etude des circuits du premier ordre
llI.1. Forme générale de |I'équation différentielle

Un circuit du premier ordre est régi par une équation différentielle de la forme suivante :

r%+ S(t) = Ky - et)

Dans cette équation oU e(t) est la grandeur d’entrée, on rencontre les paramétres suivants :
e 1 estla constante de temps du circuit, homogéne & un temps ;
e K, est le I'amplification statique du montage (dans le rapport des unités de s et e).

Remarque :
Le coefficient K, est facilement issu d’une analyse sans variation, c’est & dire statique des

s(t)

7 JOR4
grandeurs : c’est le rapport % lorsque tous les termes dérivés sont nuls.

[11.2. Résolution basée sur le circuit RC en réponse a un créneau de tension

Analysons le comportement du circuit RC de la Figure 3 lorsque I'on applique un échelon de
tension d’amplitude E.

i(t) R A uet)

——  — -

auquel on applique

Ue(t) C ——|uc(t)

|

0
Llnstant initial

Figure 3 : circuit RC.

La loi sur la maille donne :

R-i(t) + uc (t) = ug(t)

ce qui fournit :

rRee® Ly v = w0

On identifie les coefficients suivants :

7=RC ; Ky =1 (pas d’amplification)

[11.2.1. A la mise sous tension (charge)

La réponse est la superposition de deux composantes :

e L'une issue de la réaction du circuit & la modification de I'entrée, c’est le régime libre ;
e L'autre issue de I'entrée qui finit par s'imposer, c’est le régime forcé.

La composante libre est obtenue en déterminant la solution générale de I'équation sans second
membre, abrégée SGESSM. Pour ce type d’équation, c’est une fonction exponentielle. On la note
u(f). Lo composante forcée est une solution particuliere de I’équation avec second membre
(abrégée SPEASM) qui répond & I'équation. On la recherche le plus souvent du type du second
membre. Ici c’est une constante, la solution particuliére sera recherchée sous cette forme.
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Composante libre : Solution générale de I’équation sans second membre (SGESSM)

du,(t) 1
Cette solution, notée u;(f), correspond & un second membre nul : %+—u1(t) =0
T

t
La solution est de type exponentiel : U (t) = K-e 7 ou K est une constante réelle homogéne & une
tension qui montre la multiplicité des solutions possibles & ce stade de la résolution.

Remarque :

Abusivement, on peut retrouver cette forme exponentielle en écrivant :

du(t)
_dt 1 (si u; est non nulle)
Uy (t) T

Il s’agit de la dérivée de la fonction logarithme :
dinuy(t) 1
dt T
_t
Ce qui conduit par intégration & U (t)=K-e 7.
En fait cette démonstration n’est pas rigoureuse car on ne sait pas a priori si la solution
recherchée est non nulle. Elle constitue cependant un moyen pour « retrouver » le résultat.

Composante forcée : Solution particuliére de I'équation avec second membre (SPEASM)

Ici, la solution notée u,(f) est recherchée sous la forme d’une constante Uc,. La notation « en
indice fait référence au régime permanent, c'est-a-dire pour une durée infinie :

du
&JFEUCOO :E puisque t — oo (tension E établie)
dt T T

On a alors Uc,, = E : la composante forcée est u,(t) =E .

Réponse compléte : superposition des composantes libre et forcée

t
Uc) =uy () +u,()=K-e 7 +E

La derniére étape : rechercher la constante K

Parmi toutes les solutions mathématiquement acceptables données par le résultat précédent, il faut
isoler celle qui correspond & notre probléme.

Pour caractériser cette solution, on écrit celle qui coincide avec une valeur particuliére appelée
condition initiale. Cetfte derniére est trouvée en analysant la valeur de uc & I'instant o |'on
applique I"échelon de tension. Ici, on considére qu’a + = 0F (c'est-a-dire un peu aprés 0), la tension
uc(0%) = Uco.

On a donc:

_0
Uc(0")=Ugy =K -€ T +E=K+E, soit K=Ugy—E.

En résumé, la solution représentant la tension aux bornes du condensateur lorsque I'on applique
un échelon de tension d’amplitude E est :

t
Uc(t)=Ueo—E)e “ + Epourt>0.
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Généralisation
o Sil'échelon apparait & l'instant t = 1y, il faut réaliser une translation temporelle, c’est &
dire effectuer le changement de variable t en f — f5.
e Dans une telle configuration, si U,,; est la valeur initiale de uc et Ugpge la valeur en
régime établi, uc(t) s’exprime de maniére générale par :

t
Uc (t) = Uinit U finae)® © +U finae poUrt > 0.

[11.2.2. A la rupture de la source (décharge)
A la rupture de la source, le générateur n’apparait plus dans la mise en équation : u (t) = 0.

Le second membre est donc nul, il en va alors de méme pour le régime permanent : uy(t) = 0.

La solution est donc (SGESSM)+(0) :
t
uc(t)=K-e 7 avec K réelle, homogéne a une tension.

Pour rechercher la constante K, il faut connaitre la condition initiale du circuit. Cette fois le
condensateur était totalement chargé, donc Ucg = E &+ = 0. Ceci conduit a K = E.

En résumé, la solution représentant la tension aux bornes du condensateur aprés la rupture de la
source est :

t
Uc(t)=E-e 7 pourt>0.

Remarque

Le second point du §lll.2.1 s’applique ici parfaitement, car en régime permanent la tension
Ucw = Ufingle est nulle et Ucg = E.

[11.2.3. Implications pratiques... et technologiques

Pour des conditions initiales nulles, la tension aux bornes du condensateur durant les deux phases
précédentes est représentée & la Figure 4 avec pour constante de temps © = RC, homogéne & un
temps. C’est par rapport & cette valeur que I'on peut normaliser |'étendue temporelle de la charge et
de la décharge d’un condensateur. A ce titre, & 'instant t = 1, le condensateur est chargé & 63% de
sa valeur finale E tandis qu’a la décharge, il ne reste que 37% de la tension initiale. On peut donc
dire qu’au dela de t = 51, le condensateur est totalement chargé (ou déchargé).

Une particularité de construction est & retenir : la tangente & 'origine coupe I'asymptote & la
courbe ent = 1, tandis que la tangente en ce point coupe |'asymptote en 2t.

Enfin, 'allure de la tension aux bornes du condensateur traduit un retard & I'établissement de

I"échelon. C'est en effet, la premiére propriété d’un circuit du premier ordre est de retarder
I"établissement ou la disparition d’une grandeur.

“Ue(t)

E

| =

e

Y~

0 t=RC 2t to to+r

Figure 4 : réponse temporelle du circuit RC a un créneau de tension.
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[11.3. Réponse d'un systéme du premier ordre a une rampe

On appligue au circuit précédent une rampe de pente P (en V/s), clest-a-dire un signal évoluant

linéairement avec le temps & partir de l'instant initial. A titre d’exemple, ce genre de signal se
rencontre pour les ondes triangulaires.

i(t) R Ue(t)

Pente P

- auquel on applique
et © = [uc

Y.

ol
L Instant initial

Figure 5 : Circuit RC en réponse a une rampe de tension.

L'expression analytique de ce signal est :
Ug(t)=P-t pourt>0
Ce circuit est régit par I'équation différentielle :

duc(t) 1 P
£+—uc (t)=—t pourt>0avect = RC
T T
Le régime libre s’exprime de la méme maniére que précédemment :
_t
ut)=K-er*
Le régime permanent u,(t) provient de la recherche d’un polynéme de degré 1 :

Uz(t) = K1t+ K2

Kl:P

En remplacant dans I’équation différentielle, on obtient les constantes : {K P d'ou :
2=~

uy(t) = P(t-7)

Remarque : le circuit RC agit comme un retard de valeur t sur le signal en régime
permanent.

Le signal complet est :
_t
uct)=K-e # +P(t—-7)
La condition initiale est donnée par la valeur & I'origine : uc(0) = 0

D’ou finalement I'expression de la tension uc(f) en réponse & la rampe de pente P :

t
Uc(t)=P(e * —1)+Pt

Rampe ue(t)

Pente P

Réponse uc(t)

e ' Asymptote P(t - 7) t
0 t=RC o totr B

Figure 6 : réponse temporelle du circuit RC a la rampe de pente P.
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I1l.4. Réponse sinusoidale d’un systéme du premier ordre

On applique au circuit RL de la Figure 7 une tension sinusoidale de pulsation @, d’amplitude
U2 et de phase initiale nulle :

ue(t):U\/ESina)t pourt>0

Puisque I"élément réactif est une inductance, il est plus intéressant d’évaluer le courant iff).
R_ i

auquel on appligue
Ue(t) L | PP

Llnstant initial

Figure 7 : circuit RL excité par un signal sinusoidal.

Le courant dans ce circuit est régi par I'équation différentielle :
d| t
di® +R-i(t) = U+2sinat pourt>0

Pour des raisons de commodité, et parce qu’il est souvent préférable de traiter les fonctions
circulaires de variables angulaires, on effectyg le changement de variable 8= wt , ce qui conduit & :

L R-i(0) =uﬁgr@
=0 = A
di(0)
d +— i@ 2sing
°" 46 Lo )= a)\/_
- . . (9) R
Régime libre (Solution de 10 |(9) 0)
L’évaluation similaire aux preceden’res conduit & :

0

W

ib(@)=K-e R

L L
L'expression ?w est la tangente de I'argument ¢ de I'impédance R-L : on pose tang :?a)

Régime forcé

La solution particuliére est recherchée sous la forme i,(0) = K, cos@ + K, sing,

Lo U2

kim0 _ua= U260,
Ce qui Lo R? + (Lw)? z
e qui conduit & : " U«/_
K,=-——2="""cosp
tang

Ce qui permet d’écrire le régime forcé, ou permanent, sous la forme :

i,(0) _%sn(ﬁ @) avec Z =4/R?+(Lw)? le module de Iimpédance de R-L
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Solution compleéte

_ 9 U\/E

i,(0)=K.e @ +Tsin(9—go)

La condition initiale est donnée par la valeur & I'origine, i(0) = 0, qui conduit & la constante K :

U2

z

K=

sng

D’ou finalement I'expression du courant i(0) :

0
i(H)z#(sinae @ | S§n( - @)

L
avec tan(pz?w et Z=+/R?+(Lw)?

On remarque que le déphasage ¢ du courant sur la tension apparait dans |'expression du régime
permanent qui seul subsiste aprés annulation du terme transitoire (Figure 8).

Ai(0) Réponse complete Régime permanent
U2 - s atteint
N /7
//. =~
/ — t
///l (P e
Régime libre

Figure 8 : réponse temporelle du circuit RL a une excitation sinusoidale.
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IV. Etude des circuits du deuxiéme ordre
IV.1. Forme générale de I'équation différentielle

Un circuit du deuxiéme ordre de grandeur d’entrée e(t) est régi par une équation différentielle de
la forme suivante :

d?s(t)
dt2

La présentation sous cette forme est dictée par le soucis de matérialiser les phénoménes qui se
produisent pour des valeurs particuliéres des coefficients z et wy :
e @, est la pulsation propre du circuit exprimée en rad/s ;
e 7z est le coefficient d’amortissement du circuit, tfoujours positif, sans dimension ni unité
physique ;
e K, est 'amplification statique du montage (dans le rapport des unités de s et e).

IV.2. Généralités sur la résolution

La résolution de cette équation différentielle suit un cheminement plus élaboré que pour le premier
ordre en raison d’une nécessaire discussion sur la valeur des paramétres.

Le signe des coefficients, toujours positifs, élimine certaines solutions que |'on peut qualifier de
« non physiques ».

IV.2.1. Régime libre

On utilise I"équation caractéristique :
r? +2zw0r +wy° =0
Sa résolution nécessite |'évaluation du discriminant (réduit) qui permet la discussion :

A=y’ (2% -1)

1"cas: A/ >0
Cette condition est réalisée si z2 > 1, c’est-a-dire z > 1 (carz > 0).

Les deux racines r et ry sont réelles et strictement négatives (produit positif et somme négative) :

n=wy(-z-Vz? -1) et 1, =wy(-z+V 2> -1)

La SGESSM s’écrit alors :

s, (t) = K,e™ + K e

Ce régime transitoire est appelé régime apériodique amorti.

2™ cas: A/ =0
Dans ce cas, 22 = 1, cesta direz = 1 (carz > Q).
La racine r est double :
r=-w,

La SGESSM s’écrit alors :

si(t) = (Kyt + Kp)e™

Ce régime transitoire est appelé régime apériodique critique.

2°m cas: A/ < 0
lciz2 < 1, cestadirez < 1.

Les deux racines r et ry sont complexes conjuguées :

n=o (-z-j1- Z%) et r, = o (~z+ N1~ z?).
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On isole les parties réelles et imaginaires en posant : « = ~20 et B = a)ov1— z?

La SGESSM s’écrit :

s, (t) = e (K, cos & + K, sin &)

o est strictement négatif , donc e*—2* 50, le régime est pseudo-périodique (ou

oscillatoire amorti).

IV.2.2. Etude du régime forcé ou permanent

La recherche d’une SPEASM reprend le méme principe : on cherche une solution de méme nature
que le second membre par identification des coefficients. Les solutions les plus courantes en électricité
sont la constante, le polyndme ou les fonctions trigonométriques de méme pulsation que celle de la
source (qui matérialise le second membre).

La solution compléte est la somme des deux solutions précédemment définies. La résolution se
termine par la recherche des constantes grace & la connaissance des conditions initiales.

IV.3. Exemple : circuit RLC série a la mise sous tension

Analysons le comportement du circuit RLC de la Figure 9 en déterminant les grandeurs uc(f), u,(f)
et i(f) lorsque I'on applique un échelon de tension d’amplitude E.

it R L A ue®)
i(t) c

auquel on applique

-

Ue(t) C ——|u.t)

0
Llnstant initial

Figure 9 : circuit RLC série en réponse a I’échelon de tension d’amplitude E.

La mise en équation donne :
2
d“uc (t) N R duc (t) +i
d? L dt LC

Qui permet d’identifier les coefficients suivants :

1 R |C e .
®g=—= ; Z=—,|— ; Ko =1 (pas d’amplification statique)
°Jic 2VL

Ue ()= U0

IV.3.1. Solution générale de I'équation sans second membre (SGESSM)

Le discriminant réduit s’exprime par :

R 1

42 LC

Pour associer une interprétation physique aux résultats, on considére que les éléments L et C sont
constants et que seule R varie. Le signe de A’ dépend alors de la position de R par rapport a la

L
résistance critique R, = 2\/2 qui annule A'.

2
Noté autrement : z= % et A'= woz((ij -1).

Re
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1" cas : R > R, (4' > 0), régime apériodique

2 2
.1 R IR} .1 ROIRY
IR [Rc) D0 s tR (ch =0

UCl(t) = Klerlt + I‘(zer2t

2éme cas : R > R, (A' = 0), régime apériodique critique
1

JLc

I’:—a)oz—

Ucy (t) = (Ky + Kzt)e_wOt

3¢émecas : R < R, (A < 0), régime oscillatoire amorti

2
a:—ga)o et f=wq 1—[%}

Uy (t) = e (K, cos t + K, sin &)

R 2 , 2
soit |Ugy (t) =& ™ t(Kl cos(wg 1_(£J t)+ Ky sin(e, 1_[£J t)

IV.3.2. Solution particuliére de I'équation avec second membre (SPEASM)

Ty , . E
Une fois I’échelon établi, le second membre est — .

La recherche d’une SPEASM sous la forme d’une constante fournit :
Uc, () =E

IV.3.3. Solution compleéte

La solution compléte est la somme des 2 solutions partielles précédentes.

Pour déterminer les constantes, on utilise les conditions initiales :

e continuité de la tension aux bornes du condensateur &t = 0+, uc(0*) = 0

e continuité du courant dans I'inductance i(0*)=0, d’ou v, (0*) = E.

IV.3.3.1. 1*" cas : R > R (A' > 0), régime apériodique

Uey (1) = Kig™ + K,e? + E
Recherche de K; et K,

K= T2 g RORRL
UC(O)ZK]_JFKZJFE:O l_rl_rz - RZ—RCZ
i0)=cd )= rKk, +1,K, =0 R_.JRZ_R2
at 1R +11K3 K, = noe_~R- Re e

Expression des grandeurs essentielles du circuit

Tension uc(f) aux bornes du condensateur

Ue(t) = EQ+r —2 gt — 1 gnty

1—h -1
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Courant i(t) dans les trois éléments

|(t) =£CE(EW _ erzt) ou |(t) _ i(erzt _ erlt)
1= RZ2 - RC2
Tension v, (f) aux bornes de l'inductance
2LE

rr
u, (t) = —2— LCE(r,e" —r,e"") | ou

-1, u (t) :—'—Rz =

Graphes des grandeurs

(rzele _ rlefll )

—

Y~

A u(®)

m
il
s
=)
]
)
Ve

|
1
\-‘:—/—
|
ULmin |- === === mmm e

Figure 10 : les grandeurs essentielles du circuit en régime apériodique amorti.

Remarques

e Puisque le courant (image de la dérivée de la tension uc) est nul a 'origine, la tension
démarre avec une tangente horizontale.

e En t, l'inversion de la tension u, image de la dérivée seconde de la tension uc,
correspond bien au changement de sa courbure. Ce changement de concavité
correspond aussi au maximum du courant qui se met & décroitre.

e Aprés son inversion la tension aux bornes de l'inductance décroit jusqu’a son
minimum en t; = 2ty pour tendre finalement vers zéro en changeant de concavité.

IV.3.3.2. 2¢™me cas : R = R, (A' = 0), régime apériodique critique

uc (t) = (Ky + K,t)e ™ + E
Recherche de K; et K,

C( ) 1 Klz—E
. duc =
|(0) ZCT(O) = KZ —a)oKl =0 K2 :-a)OE

Expression des grandeurs essentielles du circuit

Tension uc(f) aux bornes du condensateur

Uc (1) = E - E(wpt +De™

Courant i(t) dans les trois éléments

t- e—wot

i(t)=%
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Tension u,(f) aux bornes de I'inductance

u, (t) = EQ- ogt)e™ ™

Graphes des grandeurs

|

| i

A uc(®)

N
5
I
&
|

u o \/_
Lmax = 5 be—mem o C
e2

Figure 11 : les grandeurs essentielles du circuit en régime apériodique critique.

Remarques

Ces réponses, similaires & celles du régime apériodique, correspondent au temps minimum
d’établissement (la plus faible valeur de t).

1IV.3.3.3. 3*me cas : R < R, (A' < 0), régime oscillatoire amorti
2
ot . R R
uc (t) =e” (K cos + K, sin ft) + E avec o :—ga)o et f=wy,/1- E

Recherche de K; et K,
uc(0)=K;+E=0 Ki=-E
i0=c e )= ax, + i, =0 K2 =%E=_—RE
dt VR -R?
Expression des grandeurs essentielles du circuit

Tension uc(f) aux bornes du condensateur

Uc (t) = Ee™ (—cos At +%sin,6’t)+ E

Courant i(t) dans les trois éléments

2 2 -R

. + . . —t 2 p2

|(t):CE—a B e"“sm,[;’[ ou |(t):2—Ee2L gnYR-R 4
R2 - R? 2

Tension u,(f) aux bornes de I'inductance

u, (t) = LCEe™ (a? + f?)(cos & +%sinﬁt) ou |uy (t) = Ee™ (cos? Ré[Rz t-—R__4n “RiRz t)
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Graphes des grandeurs
uc(t))

Ucmax

/Echelon d’entrée

Y~

—p
i(t) 1
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imax @o
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UL(t
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Figure 12 : les grandeurs essentielles du circuit en régime apériodique critique.

IV.3.4. Cas particulier du régime non amorti

Dans un circuit non dissipatif, c'est-a-dire pour lequel la résistance R est nulle, le coefficient
d’amortissement z est nul. L'équation différentielle ne contient plus de terme dérivé d’ordre 1 :

d?uc(t) 1 1
—— U (t) = —-u,(t

PERRRNTS c(t) c e()
La solution est alors de type oscillatoire (cas 3, A’ < 0), avec: a =0et B = @,

Elle prend la forme :
Uc (t) = E+ Ky cosagt + Ky sinagt = E +U ¢ o COS(@pt + @)

Soit avec les conditions initiales :

‘uc (t) = E— Ecosapt ‘

i(t):%sina)ot

‘u,_(t) = —Ecoswot‘

Les grandeurs sont des fonctions sinusoidales du temps, c’est & dire purement oscillatoires.

C'est le cas de figure que l'on rencontre pour les oscillateurs sinusoidaux. Le probléme
technologique consiste alors & annuler la résistance équivalente du circuit.
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