Exercices : compléments sur les fonctions

Exercice 1 :
On considére la fonction f définie par
3 —22% — x4+ 2

fla) =

1. Donner le domaine de définition de f.

— |z

2. fest-elle prolongeable par continuité en une
fonction continue sur R ?(étudier séparé-
ment les deux valeurs interdites)

Exercice 2 :
On considére la fonction f définie par

1—e "

f(x)zm

1. Montrer que f est prolongeable par conti-
nuité en 0.

2. f ainsi prolongée est-elle de classe C! sur
] = 1;400[?

Exercice 3 :
Montrer que la fonction f définie par
xT

fla)=*

R et que son prolongement est de classe C'* sur R.

est prolongeable par continuité sur

Exercice 4 :

On considére la fonction [ définie sur
2 2]\ (0} par @) =
—— = ar = - —.
272 P v sin(z) =
T
Montrer que f se prolonge sur [75; 5} en une

fonction de classe C1.

Exercice 5 :
A Taide de 'égalité des accrloissements finis appli-
quée & la fonction f :t+— et

. 5[ 1 1
lim z°(ex —e=+1 ).
r—+00

déterminer

Exercice 6 :
En appliquant le théoréme des accroissements fi-
nis sur [0; 2] appliqué a une fonction f bien choisie,
établir les inégalités suivantes :

1. pour tout & > 0, HL:E <in(l+2) <z

2. pour toux z > 0, sin(x)

3. pour tout z > 0, ——
x

Exercice 8 :
On cherche & déterminer une valeur approchée
a 1075 prés de l'unique solution de l’équation
cos(x) = .
Pour ug € [0;1] fixé, on définit u,1 = cos(uy)
pour tout entier n.

1. Montrer que I’équation ”cos(z) = z” a une
unique solution a €]0; 1[(utiliser la fonction
f définie par f(x) = cos(z) — x).

2. Démontrer que Vn € N, u,, € [0;1].
3. Montrer que |upt1 — af < sin(1)|u, — af

4. Démontrer que |u, — a| < [sin(1)]". Que
peut-on en déduire ?

Exercice 9 :
Soit (up)nen) définie par uy =
V2 + u, pour tout entier n.

0 et upy1 =

1. Montrer par récurrence que pour tout n €
N,Oo<u, <2.

2. On pose f(z) = V24 x. A Taide de 'in-
égalité des accroissements finis, démontrer
que pour tout entier n,

1
[unt1 — 2 < §|un — 2|

3. En déduire que pour tout n > 1, |u, —2| <
1

on—1"

Que peut-on en conclure ?

Exercice 10 :
Calculer les intégrales suivantes a I'aide d’une in-
tégration par parties :

1. /jln(m)dm

2. /3 xcos(x)dx
0

w

. / x2sin(z)dx

—T

1
4. / z2e?*dx
0

2
. / 22In(x)dx
1

4
2
/ In <I+ )dx
3 z—2
7. Trouver une primitive de f définie par

f(x) = e*sin(z) a l'aide de deux intégra-
tions par parties successives.

ot

e
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Exercice 11 :
Calculer les intégrales suivantes a 1’aide d’un chan-
gement de variable :

/3 dt
2 —t)3
2
e

7
L\fg

4
4/ u+1 _utl
3 uZ42u+7

z
5. / cos(x sm(x)d:v
0

1
6.
/0 \/69‘4—1
0
7. / dt
4 \/—3t+4

/ L t 2 = tan(t) et
————dt, en posant x = tan(t) et en
o (1+22)?

Do

*©

remarquant que tan (%) =1

Exercice 12 :

Soient I =
Jo e®sin(x)dz.

/e“’cos(x)dw et J =
0

1. Démontrer que I = —J.
2. Démontrer que J =1+ 1+ €"
3. En déduire les valeurs de I et J.

Exercice 13 :
En faisant apparaitre une somme de Riemann, dé-

(+2)

Exercice essentiel :intégrales de Wallis

1 n
terminer la limite de — E in
n

2
On pose pour tout entier n, I, = / sin"(z)dx.
0

. Calculer I et I.

. Montrer que I,, est décroissante.

1
2
3. Trouver une relation de récurrence entre I,
4

. Montrer que

Iy, =

et

IZerl -

Exercice 14 :
En faisant apparaitre une somme de Riemann, dé-

terminer un équivalent simple de Z VE.
k=1

Exercice 115 :
Soit I, — / A-a)"
0 n'

convention

e“dx. Rappel : 0!=1 par

1. Montrer que I, — 0O(majorer I,,).
n——+00

1

2. Montrer que Ip41 = I, — (Tl)'
n !

3. En faisant apparaitre une somme télesco-

1
pique, en déduire que Z o — e

' n—+o0
k=0

Exercice 16 :

On cherche a calculer lzm Z sin

(2) o ()

'I‘I/‘) o0
23
On admet que pour tout x > 0, z— - < sin(z) <
T
. n k . k
1. Calculer n&Too ; ﬁsm (n>
. n kg . k
2. Calculer nLZ)Too Z wsm <n>
k=1
= k k
3. En déduire nl—Z>Too Z sin (n) sin <712)
k=1
et In+2.
. (2p)!
@) x 27
(p!)? x 22
(2p+1)!

5. Calculer un équivalent de I,,I,,+1 (faire les calculs pour n pair ou n impair)

6. Montrer que I,, ~
+oo

I,+1 et en déduire un équivalent de I,, pour n — +o00.
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